


Fonction génératrice d' un v. a. entière

¢ ,
A
,
P ) ,

X : R - IN de loi P (X -

- a) = pa .

Déf : la fonction génératrice de X en la fonction déf on fait pas

g : s - E = ËPX =p s" = ËÏ pas " .

( s C- [ai] ⇒ pas
"

C-

pnw
donc

g
est bien déf )

tg .

d' une série v

Prop . : got
can loi et C

'

on [on[ .

Elle caractérise la loi de X.

déni :
g

et la somme d' une série entière
qui

CV absolument en 1
.

(rayon de CV > 1)



Les propriétés de continuité et différentiabilité en découlent
.

(CV normale au f0,a) Y a E [0,5L mon pur démon
terme à terme etc)

+×

En partirais , g
'

= E
,

P s
"

n.pe
i.

g
" ÏËÎ ⇒ pas

Ë -
-

h !

donc
g (a) =

k !
pp

donc
g

caractérise (pn) n " , i. e. ,la loi de X .

Prop . : Pour que
X sir intégrable ( EUH ) C te) ,

il faut et il suffit que g soit désirable à gauche en 1 , et alors



E- ④ =

g
'

CD .

dém
. : Si § - un

n>.

sont des fonctions croissantes on [o , K , positions , alors

¥î [ un = [ Çi , un ⑨ (on pur étages ban)

" " "

gq.gg" = [ pas = Et

4)
n
ft î >on lq ,[ ,

"
"
"

si

g
dir

.
en 1- stf, un

(A) ⇒ ça ,
4¥ -

t g.CI = EPÎ = EN . •



Plus généralement , X X-D . .
. X-p) on intégrable

⇐ g
et (pH) fois dir .

en 1-
,
et alors

E# - D - i. X-p )) = glpttt .

Exemples :

1) Loi de Poisson :

X v.a.
entière Eq .

P ¢ =D =
é
' Y÷ .

g
=ËÏ.sn = e

" Ë
.

on -
- ÉÏË
-

~

g =
EX - D

,
A se [o , D .

e

"



En divan
, g

'

=
a été"

g
'

(D= A = E (x) .

En dérivant 2 fois , g
"

(s) = Mets "

d'
= j' (1) = E QQ - D) = E (x2) - E-④ = Eff - t

⇒ X ) = EX? - LE = d'+ a) - s' = a

2) Loi binomiale B@ p)

X v. a de bi Bdp ) : pk =P ¢ =L) = (f) phl - p)
" - t

,
04 En

.

h

g
= En push = E.④ 4- pitt = (ps H - PD

"

.



j'G) = pulps +f- PD
"

.

j' (1) = pu = E .

j
"

= pend - D pls + f- pp
"

j' (1) = plan K - t) = E- §) - E = EX ? - pn

⇒ v = E- 49 - ftp.p/n-phtpn-(pnX--pnd-p) .

3) Loi géométrique :

× va .

de loi gain .

de paume a > 0 : P @ = a) = @ - a) a
"

,
n > o .

g
= î÷ . Ce



Indépendance de v.a . et fonctions génératrices
r fini on dinombrable

, @µ , P) espace pvba .

,
X
,
Y va

. sm R
.

X : R - E
,
Y :L → F

Ici on supposera E
= F-- IN .

Déf . : X
,
X sur indépendants si tt A

,
B C N

,

P ¢ EA et Y C- B) = P @ C- A) P ¢ C- B)

Prop .
: Il

y
a équivalence entre

(c) X
,
Y indép .

Pzlisj) = t'
×
lit Pygf ) Hi , j ) E N

'

,
avec 2- = ④ Y)

(nif P ¢ = j IX
-
- i) - Py (j ) , t Ci , j ) C- N' t.gl (X =D > o .



déni . f) ⇒
A = fi ) et B = { j) dans la Kf de l' ini

.

de X et Y
,
on a

:P¥ i n Y = g) = P C-AI PCYE B) = Pdi) Pylj) .

-

Pz ( i.µ
tt AC IN

,
BC IN

, Ptit kdjlpn.li)
m

P @ EA et YE B) = P 7f c- Ax B) = [ P ④ D= D
i C- A

JEB

= ¥
,
PC -- il jÊ PQ =D d' où i) .

TEE TÉ
•Et Iii) # lüt demi

.



hop .
: Typions qu X, Y sur indépendants, et soir f , g deux fonctions réelles

Ûrï rîï de N dans R
,

t'
q . f- ④ , g

sur intégrables (Eff HH ) , E ( Ig Deo)
Alrs f g

et intégrale , et

Eff y ) = E# E De
déni

: i.pe µ , 1f gljll Efi =È HARKI ils l'xD

%) Py f) pu ùdép .

-

- CE kiffki ' = E¥E¥E "



⇒ f-④ g est int . et de même (on enlève lol ) , on a

Eff = Eff Ecg . Ba

Prop .
: Soit X

,
Y 2 va

,

à valeurs entières (x)
Soit U = Xt X . Alors

P @ = i) = [
& jez

Pz & ,
i - j) pm

Z =
.

En parfaites , si X
,
Y sont indép .

,

P @ = i) = Êz Px Pyijt .

déni : ex . ME



Prop .
: Supposons que

X
,

Y sur indép .

,
à valeurs dans N

.

Si U = X + Y
,
et
g × , gy , gu

sont les fonctions génératrices
de X

,
Y
,
U
,
alors

gu = gx gy .

i. j doyenne

déni : go Is) = Ç p @ =D § p

d'nëukij !

~

g) s't ? P si -t

jpx.jp f- i -j)
par indé

= JE Pf -- j) sit Ep# Dsk
--

g gyld /



Alternativement
,
on peut remarquer que Ma prop

.
à- dessus

gu
= E ) = E §

"") = E s
")
* y

= E# Efg
= Est ×) E
=

y y
-

Bas

Exemples :

1) X
,
Y va . nègre de lois

resp . Bdp) , Bfm , p) .

-- U -

-
X + Y :

g ds
) = gds) g y =

" qq.py.lt
" d- PD
"

4
pas ce qu' on a vu plus haut

Comme
gu

caractérise la loi
,
et

que gu
= fonction .gû .

d'une loi B@+up),



on conclut
qu

U suit une loi binomieleB@tu.p) .

2) X
,
Y va . vidép .

de lois de Poussin de puant , µ
Alors on a pom U -

-
X + Y :

go
= gçxstjyfs)
ès - D etc -D

d'qùsà - dessus

⇒

gu
= e
#HE - D

donc U suit une loi de Poisson de paname btp

( P @ = D= e-Htt ¥¥
"

) .



D'f. : Les variables aléatoires Xp , .
. ,Xn sur independant si pm

toutes partis A
, ,

.
.
.

; An on a

P ¥ ,
C- A

, ,
.
.
. -

, Xue An ) = p P @ LEAH .

Remarque : c'st vrai si et seulement si pom
Z = @ , ,

. .
.

. XD
,
on a

h

P f- =L , ,
-
÷

,
in)) = IT t'

×
.

-
h -
- t b-

Pzl , , . . ..in) P# = :D

défi : la suite ④ ne µ
de v. a . en dit indépendante si pmtnt

parti finir ICN , ¢)
±

sont indépendantes .


